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Abstract 
The mathematical modeling was used to describe the functioning and organization of natural 

ecosystems as well as various approaches to the classification of environmental models to describe 
both the individual processes and their interactions on the base of the real system patterns.  

Using the system analysis, the components of the system «soil – agricultural plant» are 
identified and analyzed separately interconnected by bilateral cause – effect relationships. It was 
shown that the origin of the studied system is artificial, while specific of the components is 
material. By the nature of interaction with the environment it is an open system, the sequence of 
events in which is not deterministic and is probabilistic. In developing the conceptual model of 
heavy metal migration in the system «soil – agricultural plant», a number of assumptions were 
made: the main mechanism of heavy metals input into crops is the root one; the process of 
chemical element transfer between the components of the system can occur in forward and reverse 
directions; in the processes of migration between the components of ecosystems, the transit of 
heavy metals can take place; the foliar flow of heavy metals is taken into account, mediated, in the 
transfer constants from the soil to the above-ground phytomass of crops; it is assumed that the 
investigated chemical element is isolated from the parts of  plants into the soil.  

The accepted limitation in the development of the conceptual model of the TM migration 
process in the system «soil – agricultural plant» is the formalization of the initial information to 
quantifiable indicators. Based on the results of the system analysis, adopted approaches and 
assumptions, a conceptual model of TM migration in the system of «soil – agricultural plants» is 
developed, with the allocation of the main blocks (compartment): arable soil layer (0-30 cm), aerial 
phytomass of plants, the root system of plants (root and tuber fields), the subsurface layer of the 
soil. Mathematical description of the dynamics of migration of chemical elements between the 
individual components of the studied system «soil – agricultural plant» is presented by a system of 
linear differential equations of 1st order. The process of migration between the compartments are 
determined by the constants of transfer of a chemical elements, based on literature data and 
average values of coefficients of accumulation of Zn, cu, Pb, Cd in the most common crops. 

Keywords: heavy metals, chemical elements, accumulation coefficient, conceptual model, 
algorithm, factor. 

 
1. Введение 
Использование методов и подходов системного анализа с применением методов 

математического моделирования представляет собой концептуальный инструмент, 
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ориентированный на анализ и прогнозирование процессов функционирования и 
организации природных экосистем, что позволяет значительно расширить 
экспериментальные исследования (Ляпунов, Багриновская, 1975; Краснощеков, Петров, 
1983; Пеннинг де Фриз, Ван Лаар (ред.), 1986; Карпачевский (ред.), 1987; Марчук, 1982; 
Кремер, Морозов, 1988; Dube et al., 2001; Сурмин, 2003; Новосельцев (ред.), 2006; Guala et al. 
2010; Guala et al., 2013; Franklin et al., 2014; Campbell, Paustian, 2015; Lurgi et al., 2015; 
Endovitsky et al., 2015; Endovitsky, Kalinichenko, Minkina, 2015; Batukaev et al., 2016; Field et 
al., 2016; Naskova, 2017; Antle et al., 2017; Chuine, Régniére, 2017; Donatelli et al., 2017; Bourhis 
et al., 2017; Janssen et al., 2017; Okamato et al., 2018; Amuti et al., 2018). В зависимости от 
формы реализации математические модели можно разделить на имитационные и 
аналитические (Сельскохозяйственная радиоэкология, 1992; Новожилов, Семенова, 
Петрова, 1999; Семенова и др., 2003; Boulangeat et al., 2014; Jones et al., 2017; Sándor et 
al., 2017; Ehrhardt et al., 2017; Cammarano et al., 2017; Donatelli et al., 2017;  Van Oijen et 
al., 2018). Под имитационными моделями обычно понимают «формализованное описание с 
помощью современных компьютерных технологий изучаемого явления во всей его полноте 
на грани нашего понимания» (Нейлор, 1975, Шеннон, 1978, Джефферс, 1981). Значение 
аналитических моделей определяется тем, что они дают достаточно простые формулы для 
приближенных практических расчетов и часто служат методической основой для создания 
больших имитационных моделей. В зависимости от степени определенности получаемых 
результатов как имитационные, так и аналитические модели делят на детерминированные и 
стохастические (Сельскохозяйственная радиоэкология, 1992; Bai1 et al., 2007; Porporato et al., 
2015). При этом, если в детерминированных моделях значения переменных определяются 
точно, то стохастические модели оперируют с распределениями параметров. В этом случае 
они рассматриваются как случайные величины и характеризуются вероятностными 
показателями, такими, как математические ожидания, дисперсия и т.п. В зависимости от 
того, описывают ли модели временную динамику процессов или нет, их можно 
классифицировать на статические и динамические (Фрид, 1987; Рыжова, 1987; Иванова, 
1989; Полуэктов, 1991, Прохорова, Фрид, 1993; Хомяков, 1994; Полуэктов и др., 2002; 
Кошелева, 2009; Полуэктов и др., 2012; Snell et al., 2014; Yu et al., 2014; Guillem et al., 2015; 
Баденко и др., 2015;  Medvedev et. al., 2015;  Harding, Twine, 2015: Sun et al., 2016; Tan et 
al., 2016; Ozturk et al., 2017; Jones et al., 2017; Winter et al., 2017; Renzi et al., 2018).  

Широкий диапазон моделируемых процессов (от глобальной экологии до отдельных 
компонентов агроэкосистем) обусловил различные подходы классификации экологических 
моделей (Джефферс, 1981; Бондаренко, Жуковский, Мушкин, 1982; Дмитриев, 1995; Франс, 
Торнли, 1987; Робертс, 1986; Poluektov, Topaj, 2001; Tipping et ai., 2012; Duru et al., 2015; 
Bellocchi et al., 2015; Campbell, Paustian, 2015; C Rowe et al., 2015; Antle et al., 2017; 
Holzkämper, 2017). Наиболее часто, для описания сложных процессов, происходящих в 
агроэкосистемах, применяют статистические модели, балансовые, вероятностные модели 
(Рыжова, 1987; Бровкин, 1988; Прохорова, 1993; Кошелева, 2002, 2004; Keller et al., 2001; 
Москвин, 2011; Hou et al., 2014; Porporato et al., 2015; Demková et al., 2017; Lázaro et al., 2017; 
Hu et al.,  2018). Построение статистических моделей агроэкосистем основывается на 
допущении о случайности исследуемого процесса и может быть изучено с помощью методов 
математической статистики, что отражено в целом ряде работ (Иванова, 1989; Рыжова, 1987; 
Образцов, 1990; Литвак, 1990; Уланова, Забелин, 1990; Laflen, Jane, 1991; Прохорова, Фрид, 
1993; Porporato et al., 2015; Demková et al., 2017; Lázaro et al., 2017; Hu et al., 2018). 
Моделированию потоков вещества и энергии в относительно однородных средах посвящены 
работы (Дмитриев, 1991; Икконен, Толстогузов, 1996; Фельдман, 1999; Tipping et al., 2012 и 
др.), балансовые модели на основе дифференциальных и интегро-дифференциальных 
уравнений, описывающих динамику развития систем как совокупность процессов переноса 
вещества и энергии, применены в работах Пачепский, 1992; Богатырев, Рыжова, 1994; 
Кошелева, 2009; Bergez et al., 2013. Оптимизационные модельные разработки ведения 
сельского хозяйства в регламентированных условиях нашли отражение в работах 
(Сельскохозяйственная радиоэкология, 1992; Фесенко, Яцало, Спиридонов, 1994; Porporato 
et al., 2015; Amuti et al., 2018 и др.). 

Вне зависимости от типа моделей математическое моделирование представляет собой 
сложный процесс и включает в себя постановку задачи исследования, создание 
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концептуальной модели, формальное описание объекта моделирования, алгоритмическое 
описание модели, верификацию, оценку адекватности модели.  

Основу для создания концептуальной модели миграции тяжелых металлов (ТМ) в 
системе «почва – сельскохозяйственное растение», определяющей переход от реальной 
системы к логической схеме ее функционирования, посредством логико-математического 
описания объекта составляет цель исследования с учетом всех допущений, необходимых для 
построения данной модели. 

 
2. Объекты и методы 
Методическую основу концептуальной и математической постановки процесса 

миграции тяжелых металлов в системе «почва – сельскохозяйственное растение» 
составляют методы теории систем и системного анализа, системного подхода, 
аналитически-численный.  

Методика проведения исследования включает в себя сбор, обработку и обобщение 
информации о процессе миграции ТМ в системе «почва – сельскохозяйственное растение». 
В качестве информационной базы исследования были применены накопленные и 
систематизированные литературные данные (Свидетельство о государственной 
регистрации…, 2016), монографии и публикации отечественных и зарубежных ученых, 
отражающие результаты исследований согласно целям и задачам настоящего исследования. 

Принятые гипотезы, ограничения и допущения концептуальной и математической 
постановки процесса миграции тяжелых металлов в системе «почва – сельскохозяйственное 
растение»: 

Исходные гипотезы: 
– объектом для разработки концептуальной схемы модели является процесс миграции 

ТМ в системе «почва – сельскохозяйственное растение»; 
– процесс миграции ТМ в системе «почва – сельскохозяйственное растение» может 

быть описан системой дифференциальных уравнений I порядка. 
Принято ограничение: 
– разработанная концептуальная схема модели процесса миграции ТМ в системе 

«почва – сельскохозяйственное растение» должна позволять формализовать исходную 
информацию до количественно измеряемых показателей. 

Приняты допущения: 
– ТМ Cu, Zn, Pb, Cd относятся к числу приоритетных как для фонового мониторинга 

окружающей среды, так и экологических оценок территории;  
– рассмотрены коэффициенты накопления (КН) Cu, Zn, Pb, Cd в наиболее 

распространенных сельскохозяйственных культурах (пшеница (зерно), ячмень (зерно), соя 
(зерно), капуста, свекла (корнеплоды), салат, картофель (клубнеплоды), морковь 
(корнеплоды)); 

– основной механизм поступления ТМ в сельскохозяйственные культуры – корневой; 
– в процессе взаимодействия компонентов системы друг с другом происходит перенос 

материи и энергии, как в прямом, так и в обратном направлении (в частности, учитывается 
вынос ТМ с продуктами ассимиляции в почву с корневыми выделениями); 

– между компонентами системы существует обмен химическими элементами 
различной интенсивности, что определяется физико-химическими свойствами и 
биологической ролью последних; 

– допускается транзитный перенос ТМ между компонентами системы (например, из 
почвы в ассимилирующие или генеративные органы без учета содержания ТМ 
в проводящей (стебли) системе); 

– внекорневое поступление ТМ учтено, опосредовано, в константах переноса от почвы 
к надземной фитомассе сельскохозяйственных культур; 

– предполагалось выделение исследуемого химического элемента из надземной 
фитомассы в почву (за счет потерь с надземной фитомассой в виде опада, с корневыми 
выделениями и другими процессами); 

– в течение вегетационного периода происходит постепенное снижение корневого 
поступления химического элемента за счет миграции последнего за пределы 
корнеобитаемого слоя; 
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– в начальный момент времени (первые сутки вегетационного периода, t=0) 
начинается поступление исследуемого химического элемента из почвы в 
сельскохозяйственное растение. Предполагалось, что во всех компартментах экосистемы, на 
данный момент времени, содержание элемента равно 0; 

– дополнительные агротехнические и агромелиоративные мероприятия на кормовых 
угодьях не проводятся; 

– содержание ТМ во всех компартментах системы принято в мг на 1 м2 поверхности 
почвы для слоя почвы 0–30 см; 

– при расчете концентрации ТМ в имеющих хозяйственную ценность частях 
сельскохозяйственных растений их фитомасса принята максимальной, что соответствует 
периоду сбора урожая (зерно 0,3 кг/м2 (30 ц/га), картофель 2,50 кг/м2 (250 ц/га), свекла 5,0 
кг/м2 (500 ц/га), капуста 7,5 кг/м2 (700 ц/га), салат 1,8 кг/м2 (200 ц/га), морковь 6 кг/м2 (700 
ц/га), соя (зерно) 1 кг/м2 (18,3 ц/га) (Романов, 1993).  

 
3. Результаты и их обсуждение 
Концептуальная постановка задачи – один из важнейших шагов операционного 

исследования, результатом выполнения которого является концептуальная модель 
исследуемого объекта с содержательным описанием состава системы, ее компонентов и 
взаимосвязей между ними на основе принятых подходов и допущений. 

На предварительном этапе применение методов системного анализа позволило 
выделить отдельные, взаимосвязанные двусторонними причинно-следственными связями, 
компоненты системы «почва – сельскохозяйственное растение», существенные по 
отношению к цели исследования: пахотный слой почвы (0–30 см), подпахотный слой 
почвы, надземная продуктивная (1) и вегетативная (2) фитомасса сельскохозяйственных 
растений, корневая система (корне- и клубнеплоды) растений (рис. 1).  

По происхождению анализируемая система искусственная, по специфике 
составляющих компонентов – материальная. По характеру взаимодействия со средой 
представляет собой открытую систему, последовательность событий в которой, не 
детерминирована и носит вероятностный характер.  

 

 
Рис. 1. Структура системы «почва – сельскохозяйственное растение» 

 
Результаты системного анализа объекта исследований были приняты в качестве 

основы концептуальной модели миграции ТМ в системе «почва –сельскохозяйственное 
растение». Разработанная модель включает в себя 5 основных блоков: А1 – пахотный слой 
почвы (0–30 см), А2 – надземная фитомасса растений (1 – продуктивная), А3 – надземная 
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фитомасса растений (2 – вегетативная), А4 – корневая система растений (корне- 
и клубнеплоды), А5  – подпахотный слой почвы (рис. 2).  

При этом следует отметить, что концептуальная модель миграции ТМ в системе «почва 
– сельскохозяйственное растение», основу которой составляет систематизация 
информационных данных исследуемого процесса миграции, не отражает, происходящие в 
нем, серьезные изменения. Для того, чтобы решить данную задачу, необходима 
формализация концептуальной (содержательной) модели с учетом принятых гипотез и 
установленных ограничений на основе выбора адекватного математического отображения. 

Для исследования процессов миграции элементов в системе «почва – 
сельскохозяйственное растение» наиболее широко распространен компартментный подход, 
в основу которого положен метод системного анализа (Сельскохозяйственная 
радиоэкология, 1992). Моделируемая экосистема разбивается на блоки, которые называются 
компартментами, а сама модель – компартментальной. Сложность данных моделей связана 
главным образом с неоднозначностью выделения компартментов, преимущество 
заключается в их относительной точности и простоте, описании процессов переноса веществ 
в потоковой форме в виде констант переноса kij. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Концептуальная модель миграции ТМ в системе  
«почва – сельскохозяйственное растение» 

 
Константы kij (1/с) связаны с переносом химического элемента между компартментами 

системы вследствие следующих процессов: k1,2 и k1,3 – поступления за счет корневого 
усвоения (транзитный перенос); k2,1 и k3,1 – транзитного переноса из надземной фитомассы 
растений с продуктами ассимиляции в почву, k1,4 – поступления в корневую систему 
растений, k4,1 – формальная константа переноса, обеспечивающая пропорциональность 
содержания элемента в компартнентах 1 и 4, k1,5 – сток за пределы корнеобитаемого слоя 
почвы (рис. 2). 

В общем виде динамика обмена химических элементов между отдельными 
компартментами исследуемой системы «почва – сельскохозяйственное растение» (рис. 2) 
может быть описана системой дифференциальных уравнений I порядка: 
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где Аi, Аm, Аn – содержание химического элемента в компартментах системы, мг на 1 м2 
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1/с. 
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исследуемого химического элемента между отдельными компартментами системы (рис. 2), 
имеет следующий вид: 
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Первое уравнение определяет динамику содержания химического элемента в пахотном 
слое почвы (0–30 см), а пятое уравнение – в подпахотном слое почвы. Второе и третье 
уравнение характеризуют интенсивность изменения содержания элемента в надземной 
продуктивной (1) и вегетативной (2) фитомассе растений, соответственно. Четвертое 
уравнение описывает изменение содержания элемента в корневой системе (корне- и 
клубнеплоды) растений. Положительные члены уравнения определяют собой 
интенсивность входящего потока элемента в компартменту системы, отрицательные – 
исходящий поток из данной компартменты.  

Для решения системы дифференциальных уравнений использовался метод конечных 
разностей:  
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После подстановки конечно-разностного аналога (3) в первое уравнение (2) и 

соответствующих преобразований система конечно-разностных уравнений имеет вид: 
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Для расчета параметров модели миграции ТМ в системе «почва – 
сельскохозяйственные растения» применены литературные данные о константах переноса 
химических элементов (Гусев, Беляев, 1991) и средние значения величин коэффициентов 
накопления Zn, Сu, Pb, Cd в наиболее распространенных сельскохозяйственных культурах 
(Свидетельство о государственной регистрации…, 2016). Уточнение констант переноса для 
каждого вида сельскохозяйственной культуры и типа почвы могут быть выполнены путем 
решения системы линейных уравнений при известных величинах содержания ТМ в 
соответствующих компартментах системы.  

Расчет концентрации ТМ в хозяйственно ценных частях растений выполняется путем 
деления содержания химического элемента в соответствующей компартменте (мг/м2) на 
величину ее массы (кг/м2), соотнесенной к единице площади поверхности почвы.  

Пример результатов расчета содержания Zn в моделируемой системе «почва – 
сельскохозяйственное растение» для капусты, произрастающей на дерново-подзолистой 
почве (ПД), приведен на рис. 3.  

0,00001

0,0001

0,001

0,01

0,1

1

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Время, сутки

С
о

д
е

р
ж

а
н

и
е

 х
и

м
и

ч
е

с
ко

го
 э

л
е

м
е

н
та

, 
м

г/
м2

А1

А2

А4

А5

 
А1 – пахотный слой почвы,  А2 – надземная (продуктивная) фитомасса растений,  
А4 – корневая система растений, А5 – подпахотный слой почвы 
 
Рис. 3. Содержание Zn в компартментах исследуемой системы на примере капусты, 
произрастающей на дерново-подзолистой почве, 1/сут 
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4. Заключение 
Для описания процессов, происходящих, в частности, в агроэкосистемах, применяют 

статистические модели, балансовые, вероятностные модели. Выполнен обзор проблем, 
возникающих при математическом моделировании процессов функционирования и 
организации природных экосистем, отражены различные подходы к классификации 
экологических моделей. Показано, что математическое моделирование, основным 
инструментом которого выступает системный анализ, позволяет адекватно описывать как 
отдельные процессы системы, так и взаимодействие процессов на основе установленных 
закономерностей поведения реальной системы. Это определяет перспективу использования 
рассмотренных моделей для изучения и предсказания сложных агроэкосистем.  

Применение методов системного анализа позволило провести анализ и выделить 
отдельные взаимосвязанные двусторонними причинно-следственными связями 
компоненты системы «почва – сельскохозяйственные растения», существенные по 
отношению к цели исследований. Показано, что по происхождению анализируемая система 
искусственная, по специфике составляющих компонентов – материальная, по характеру 
взаимодействия со средой представляет собой открытую систему, последовательность 
событий в которой не детерминирована и носит вероятностный характер.  

На основе результатов системного анализа, принятых подходов и допущений 
разработана концептуальная модель миграции ТМ в системе «почва – 
сельскохозяйственные растения», с выделением  основных блоков (компартмент): пахотный 
слой почвы (0–30 см), надземная фитомасса растений, корневая система растений (корне- и 
клубнеплоды), подпахотный слой почвы. Математическое описание динамики миграции 
химических элементов между отдельными компартментами исследуемой системы «почва –
 сельскохозяйственное растение» представлено системой линейных дифференциальных 
уравнений I порядка. Процессы миграции между компартментами определяются 
константами переноса химического элемента, основанными на литературных данных и 
средних значениях величин коэффициентов накопления Zn, Сu, Pb, Cd в наиболее 
распространенных сельскохозяйственных культурах.  

Представленная модель миграции ТМ в системе «почва – сельскохозяйственное 
растение» позволяет оценить содержание тяжелых металлов в имеющих хозяйственную 
ценность частях сельскохозяйственных  растений с учетом почвенно-экологических условий. 
Она может быть использована в системах поддержки принятия решений при возделывании 
сельскохозяйственных культур на почвах, загрязненных ТМ.  
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Концептуальная и математическая постановка процесса миграции тяжелых 
металлов в системе «почва – сельскохозяйственное растение» 
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Аннотация. Выполнен обзор проблем, возникающих при математическом 

моделировании процессов функционирования и организации природных экосистем, 
отражены различные подходы к классификации экологических моделей. Показано, что 
математическое моделирование, основным инструментом которого выступает системный 
анализ, позволяет адекватно описывать как отдельные процессы системы, так и 
взаимодействие процессов на основе установленных закономерностей поведения реальной 
системы. 

С применением системного анализа выделены и проанализированы отдельные 
взаимосвязанные двусторонними причинно-следственными связями компоненты системы 
«почва – сельскохозяйственное растение». Показано, что по происхождению исследуемая 
система искусственная, по специфике составляющих компонентов – материальная. 
По характеру взаимодействия со средой представляет собой открытую систему, 
последовательность событий в которой, не детерминирована и носит вероятностный 
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характер. При разработке концептуальной модели миграции тяжелых металлов в системе 
«почва – сельскохозяйственное растение» принят ряд допущений: основным механизмом 
поступления тяжелых металлов в сельскохозяйственные культуры является корневой; 
процесс переноса химического элемента между компонентами системы может происходить 
в прямом и в обратном направлениях; в процессах миграции между компонентами 
экосистем  может происходить транзитный перенос тяжелых металлов; внекорневое 
поступление тяжелых металлов учтено, опосредовано, в константах переноса от почвы к 
надземной фитомассе сельскохозяйственных культур; предполагается выделение 
исследуемого химического элемента из частей растений в почву. Принятым ограничением 
при разработке концептуальной модели процесса миграции ТМ в системе «почва –
 сельскохозяйственное растение» является формализация исходной информации до 
количественно измеряемых показателей. На основе результатов системного анализа, 
принятых подходов и допущений разработана концептуальная модель миграции ТМ в 
системе «почва – сельскохозяйственные растения», с выделением  основных блоков 
(компартмент): пахотный слой почвы (0–30 см), надземная фитомасса растений, корневая 
система растений (корне- и клубнеплоды), подпахотный слой почвы. Математическое 
описание динамики миграции химических элементов между отдельными компартментами 
исследуемой системы «почва – сельскохозяйственное растение» представлено системой 
линейных дифференциальных уравнений I порядка. Процессы миграции между 
компартментами определяются константами переноса химического элемента, основанными 
на литературных данных и средних значениях величин коэффициентов накопления Zn, Сu, 
Pb, Cd в наиболее распространенных сельскохозяйственных культурах 

Ключевые слова: тяжелые металлы, элементы, коэффициент накопления, 
концептуальная модель, алгоритм, фактор.  
 


